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Къ вопросу о прерывности твердаго и жидкаго состоянй, 


(Сообщенае, сдълинное 17 марта 1900 ъ. вь Математическомь Отдъ- 
лени Новороссийскаю Общества Естествоиспытателей). 


Исполняя просьбу н$которыхъ членовъ отдфлен1я, я позволю 
себЪ занять ваше вниман1е изложенемъ трехъ работь профессора 
хим1и въ Юрьевскомъ университет® Таттапи’а а именно: 1. работы 
«Оерег @е Гасе 4ег Фегтодупатзсреп Е1Асеп ешез Зойез пи {ебет 
ип@ Назз1оеп Иазёапае» («О положен термодинамическихъ поверх- 
ностей какого нибудь вещества въ твердомъ и жидкомъ состоя! и»), 
появившейся въ Иейзсв. {. РВуз. Офеш. въ 1896 г. и 2. работь 
«ОеБег Фе Степиеп @ез 1е\еп Иаобапез> (‹О границахъ твердаго 
состоян1я>), появившихся въ \У1е4 Апиа. въ 1897 и 1899 году. Я 
долженъ заранЪе извиниться, что изложен!е это отниметь у васъ много 
времени, такъ какъ на 64 страницахъ этихъ трехъ работ, заклю- 
зается весьма много интереенаго, но нелегко усваиваемахо матер1ала. 
Позволяю себф сдфлать это. потому, что эти изолздован!я, какъ 
мн$ кажетея и хакъ, надЪфюсь, убфдитесь вы сами, мознакомившись 
©Ъ ними, составляють совершенно новую эру для физики частич- 
ныхъ силъ, — такую же эру, какую когда то составило появлен1е 
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книги \Уап дег \аа]5’а «Оуег 4е сот пи ев уап деп Саз-еп Уооой ал», 
(«О непрерывности газообразнаго и жидкаго состоян1я»). 

Въ этихь работахъ, въ особенности во второй, которую отнынв 
можно причислить къ классическимъ произведен1ямъ физической 
литературы, — Ташшапи см$ло и весьма опредфленно выражаетъ 
идею о прерывности твердыхь й жидкихъь состоянй. Эта идея 
Таштапо’а р%зко противор$чить всему тому строю мыслей о в%- 
роятной непрерывности твердыхъ и жидкихь состоя, къ кото- 
рому приходило большинство физиковъ и химиковъ, будучи какъ 
бы загипнотизированы широкимъ размахомъ мысли Уап 4ег \\аа15’а 
и соблазняясь перспективой распространен1я ея и на переходъ изъ 
твердаго въ жидкое состояне (какъ примфры укажу Ро пепг”а, 
Тапск’а, Озбуа19’а). Выводы же Ташшапп’а, изъ которыхъ не всЪ 
пока подтверждены опытами, до такой степени необычны, и новы, 
а руководящая нить изложен!я— представлен!е о термодинамической 
поверхности (пока, къ сожалЪн!ю, несмотря на весьма большое ея 
удобство и громадное дидактическое значен!е, мало распространен- 
ное)—до такой степени трудна по своей простотф и по несоотв%т- 
ств!ю той легкости, съ которою съ ней обращается Таштапи, съ 
`° непривычкою къ ней большинства изъ насъ, что результатомъ 
этого было 'слфдующее: работы ТГатшшапи’а не возбудили пока того 
жгучаго интереса, какого онф заслуживаютъ, тогда какъ несомн%н- 
но, что для ‘физики собственно онф являются гораздо болфе цЪн- 
нымъ пр!обр$тен1емъ, чЁмъ надфлавпие столько шума опыты ТеЗа, 
телеграфля безъ проводовъ, лучи Вбтисеп’а,—если сопоставить ихъ 
съ лучами [.епат4’а,—и тому подобныя открытя. Въ виду этого я 
и начну изложен!е работь Ташшап’а съ выяснен1я представлевя о 
термодинамической поверхности, причемъ для облегчен1я усвоенйя 
этого представлен1я я приготовилъ модель (рис. 3), передающую 
основныя особенности этой поверхности. Объемъ. опред$ленной 
массы тфла, — скажемъ, 1 грамма— является функшей температуры и 
внфшняго давлен1я, при которыхъ эта масса находится. Изм$нен1е 
объема при измфненйи давлевшя и при постоянной температур 
можно изобразить графически, откладывая по оси ординатъ объемы 
и по оси абециесъ давлен1я; полученныя кривыя носятъ назване 
изотермъ: т ее изотермы идеальнаго газа (чаеть аб 
на ‘рис. 1) предетавляютъ собою гипер- 
болы, имВюпия асимитомами ось ординатъ 
и ось абециссъ, какъ это непосредствен- 
но слфдуеть изъ уравнен1я закона Воуе- 
МатюоЦе’а, — ро = ВТ при Т == соп86. Из- 


туры и при постоянномъ давлений’ мо- 
жеть также быть изображено графически, 
если будемъ откладывать объемы по оси 
ординатъ, а температуру по оси абециссъ; 
полученныя кривыя носять’назвае изо- 
баръ. Для идеальнаго, газа’ (часть аф на 
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мЪнен1е объема при измфнен!и темпера- 
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рис. 2) это будетъь прямая, которая при продваннони и бы 
ось абециссъ въ точкЪ, соотв$т- . 
‘ствующей нулю абеолютной шкалы У 
температуръ, какъ это слфдуетъ 
изъ закона @ау Глззага (ро = ВТ 
при р = 0156). ЗамЪтимъ, что уголъ 
наклона изобаръ пропорцоналенъ 
коэффишенту сжат!я, а уголъ на- 
клона изотермъ пропорцюоналенъ 
коэффищенту термическаго расши- 
реня. Го] 





Фиг. 2. 


Если же мы пожелаемъ изобразить измфнен!е объема въ за- 
висимости и отъ температуры и оть давлен1я, то вмфето изобра- 
жен!я на плоскости, т. е. въ пространств Э-хь измфрешй, намъ 
придется прибфгнуть къ пространству 3-хъ измрен и отклады- 
вать, на- 
прим$ръ, 
абсолют- 
ныя темпе- 
ратуры по 
оси х’овъ, 
давлен1я 

по оси 
уовъ, а 
объемы по 
оси зовЪ. 
Геометри- 
ческое м$- 
сто вефхъ 
такихъ то- 
чекъ пред- 
ставитъ со- 
бою н$%ко- 
торую по- 
верхность, 
которая и 
будетъ изо 
бражать 

зависи- 
мость объ- 
ема тБла НИ Е ве: й 
отъ темпе- О 





ратуры и давлен1я. Такая поверхность и носитЪ’назван!е термоди- 
намической поверхности. 
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Укажемъ нфкоторыя’ ея свойства. Сфчешя ея плоскостями, 
перпендикулярными къ оси Т, будуть изотермы, такъ какъ онЪ 
будуть представлять намъ изм$нене объема въ зависимости отъ 
измфнен1я давлен1я при постоянной температур$. СЪченя ея плоско- 
стями, перпендикулярными къ оси р, будуть изобары, такъ какъ 
они будуть представлять намъ измфнен!е объема въ зависимости 
оть температуры при постоянномъ давлен!и. Для ясности на этой 
модели (рис. 3) нанесены тавя равноотстояпия сфченя, какъ 
плоскостями, перпендикулярными къ оси ‘Г, такъ и плоскостями, 
перпендикулярными къ оси р. 

Пока мы имЪемъ дЪло съ однимъ и тфмъ же состоян1емъ, на- 
прим$ръ, съ газообразнымъ, термодинамическая поверхность является 
сплошною, непрерывною, но эта непрерывность исчезаетъ, какъ 
только мы подходимъ къ переходу изъ одного состоявнйя въ другое. 
Будемъ для опредВленности говорить сначала о переход$ изъ газо- 
образнаго состоян1я въ жидкое при н$которомъ постоянномъ да- 
влеши. При понижеши температуры объемъ газа уменьшается, при- 
чемъ по м$рЪ подхода къ температур, при которой упругость 
насыщающихъь пространетво паровъ равна этому давлен1ю, на- 
клонъ поверхности становится все меньше и меньше, газъ начи- 
наеть отклоняться оть закона Сау Глз5нс’а; наконецъ, при н$ко- 
торой температурЪ газъ начинаеть превращаться въ жидкость 
и объемъ его сразу падаетъ, такъ что одной и той же тем- 
ператур$ соотвЪтетвуютъ 2 объема:— весьма большой, для тфла въ 
газообразномъ состоянйи, и ‚значительно меньший, для тЪла въ 
жидкомъ состояи. При ереднихъ температурахъ скачекъ полу- 
чается, гораздо боле рфзюый, ч$мъ тотъь, который для удобства 
изображенъ на этой изотерм и на модели. При дальн-йшемъ по- 
нижен!и температуры объемъ жидкости, вообще говоря, умень- 
шается, причемъ быстрота уменьшен1я (иными словами коэффи- 
шентъ расширен!я) меньше, чЪмъ для газообразнаго состояня, и, 
наконецъ, при нфкоторой температур жидкость превращается въ 
твердое т$ло—и объемъ снова рЪзко, скачкомъ изм$няетсея — въ 
громадномъ большинств$ случаевъ, падаеть. При дальнфйшемъ 
понижен1и температуры происходить соотвфтственно обычнымъ 
взглядамь лишь дальнфйшее, еще болфе медленное пониженте 
объема. 

Такимъ образомъ переходы изъ газообразнаго въ жидкое и 
изъ жидкаго въ твердое состоян!е выражаются двумя разрывами 
непрерывности въ термодинамической поверхности. Поверхность 
эта пробр$таетъ видъ террасовидной мЪотности, нижн!й уступъ 
которой соотвфтствуетъ твердому состоянйо, второй — жидкому, а 
третйй, устремляюцийся при повышен!и температуры и ‘ири пони- 
жен!и давлен!я въ безконечность, —газообразному состояй!ю. 

При повышен!и давлен1я, какъ извфстно, и переходъ изъ 
твердаго состоян1я въ жидкое и переходъ изъ жидкаго состоян1я 
въ газъ совершаются при боле высокихъ температурахъ, и при томъ 
скачекъ между двумя соотвфтетвующими состояями становится 
все меньше и меньше, такъ какъ коэффищенть сжатля для газовъ 
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больше, ч$мъ для жидкостей, а для жидкостей больше, чёмъ для твер- 
лыхъ тфлъи елфд., верхняя терраса спадаетъ быстр$е, чЁмъ средняя, 
а средняя—быстрЪе, ч$мъ нижняя. Будемъ сначала говорить только 
о верхней и средней террасахъ. По мёрф повышен!я давлен!я раз- 
рывъ поверхности приходится при все болфе и боле высокой тем- 
пературЪ, становится все менфе и менфе р$зкимъ и, наконецъ, 
при н$которой температур обыкновенно исчезаетъ: и жидкость, и 
газъ имфютъь одинаковый объемъ, переходъ совершается непре- 
рывно. Это выражается на термодинамической поверхности пре- 
вращенемъ разрыва въ одну точку, координаты которой и опре- 
дляють критическое состоянйе и представляютъ критическую 
температуру, критическое давлен!е и критическй объемъ. При 
температур, выше критической, и при давлен!и, превышающемъ 
критическое, нфтъ различ1я между газообразнымъ и жидкимъ оо- 
стояемъ и т$ло можеть находиться только въ одномъ состояни, 
которое мы должны считать жидкимъ, если подошли къ нему съ 
какой нибудь точки второй террасы, и газообразнымъ, если подо- 
шли къ нему съ какой нибудь точки верхней террасы. 


Если спроектируемъ разрывъ 
термодинамической поверхности на 
плоскость Ту, то получимъ кривую 
АВ (рис. 4), выражающую зависи- 
мость между давлевями и темпера- 
турами, при которыхъ происходятъ 
переходы изъ жидкаго состоян!я въ 
газообразное. Кривую эту обыкно- 
венно называютъ кривою упругости 
паровъ. 





Фиг. 4. 


Прежде, ч$мъ перейти къ проекши другого разрыва термо- 
динамической поверхности на плоскость Тр, укажу, что ходъ 
кривой упругости паровъ опредфляется уравнешемъ СШареугоп”а 

ат Т 


А оба о ЗВИ 
ар 1 (5 5), 


‚ гдЪ Т абеолютная температура, р— давлене, |--теплота испарения, 


аси 9 удЪльные объемы тфла въ газообразномъ и жидкомъ о- 
стояи, Формула эта, лфвая часть которой представляеть изм%- 
ноше температуры кипфвя при измфнеши давлен!я на одиниву 
давлен!я, прекрасно подтверждается опытами. 


Хотя при возрастан!и температуры 7 убываетъ, но 5—0. ‘тоже 
убываеть и такъ быстро, что кривая, р$зко загибаеть къ оси 
абсциссъ. Замфтимъ еще, что [и о—’ равны 0 одновременно, 
ч$мъ и объясняется, что точка В является конечною \точкою кри- 


а 


вой, ибо въ ней угловой коэффишенть — 











Подобнымъ же образомъ, если спроектировать разрывъ термо- 
динамической поверхности между средней и нижней террасою на 
плоскость Тр, то получится кривая АС, которая выражаеть за- 
висимость между температурою плавлен1я и давлешемъ, подъ ко- 
торымъ оно происходитъ, и которую Таштапп называетъ кривой 
упругостей плавлен1я (ЗеВшеиАгиексигуе). Кривыя А * и АВ пере- 
с$каютея въ нфкоторой точк А, носящей назвавн!е «тройной 
точки», ибо только при температур и давлен!и, ей соотв$тетвую- 
щихъ, могуть сосуществовать всЪ 3 состоявя тфла. Замфчу, что 
въ 2 состоян1яхъ тфло можеть сосуществовать во вефхъ. точкахт, 
соотвфтетвующихь проекц1ямъ разрывовъ термодинамической по- 
верхности на плоскость Тр, а во возхъ другихъ точкахь этой 
плоскости тфло будетъ въ устойчивомъ равновфс!и только въ одномъ 
востоянш, причемъ, если оно окажется въ другомъ состоянйи, то оно 
будетъ находиться въ неустойчивомъ равновфе!и. Такихъ областей не- 
устойчиваго равнове1я извфстно несколько, а именно: переохлаж- 
денная жидкость, переохлажденный паръ, перегрфтая жидкость и 
перегр$тое твердое т$ло. 

НаиболЪе обычно первое состоян1е, а именно состоянще. пере- 
охлажденной жидкости, и объемъ тфла въ этомъ состоян1и можеть 
быть изображенъ въ видЪ продолженйя средней террасы, которое 
будеть приходиться надъ нижнею террасою. Это продолжене во 
многихъ случаяхъ можетъ заходить весьма далеко; — по мнфн!ю 
Ташшапо’а, даже до перее$чен1я съ нижней террасой. 


Извфетны также случаи переохлажден!я пара, который изо- 
бразитея въ вид$ продолжен!я верхней террасы надъ средней. Слу- 
чай перегрфтой жидкости изображается продолженемъ средней 
террасы подъ верхнюю и, наконецъ, случай перегртаго твердаго 
т$ла обнаруженный Вагив’омъ, на нафталинЪ, предетавляется про- 
должешемъ нижней террасы подъ среднюю. 

Если переохлаждать жидкость при температур ниже темпе- 
ратуры тройной точки, то кривая пара надъ нею представляется 
въ видЪ кривой Ав, являющейся продолженемъ кривой АВ (въ тер- 
модинамической поверхности это будеть проекц1я пересфчен1я мы- 
сленнаго продолжен1я средней террасы съ мысленнымъ продолже- 
н1емъ поверхности разрыва между верхнею террасою и среднею). 
_ Упругость же пара надъ твердымъ тёломъ при этихъ температу- 
рахъ будеть меньше упругости пара ще жидкостью и изобряа- 
зится въ вид кривой АК. 

Такимъ образомъ поверхность разрыва, изображавшая пере- 
ходъ изъ жидкаго состоян!я въ парообразное посл тройной точки, 
когда она начинаеть изображать переходъ изъ твердаго состоянйя 
въ газообразное (возгонку—ви | тайоп), претерифваетъь перегибъ. 

Замфчу, что ходъ кривой АЁ опредфляется опять таки урав- 
нен1емъ того же вида 

а : ых 

ое 

. р _ в ь 
гдЪ А — теплота улетучиваня, а %'— удЪльный а. твердаго т$ла. 
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Въ зависимости оть того, въ какомъ мфотф давленй мы экс- 
периментируемъ,—выше давлен1я тройной точки или ниже—твер- 
дое тфло превращается при нагрфван1и въ жидкость или въ паръ. 
Въ первомъ елучаЪ температура кипфн1я лежить выше темпера- 
туры плавлен1я, во второмъ — температура кинЪн1я ниже темпера- 
туры плавлен!я. ПослЪдн!й случай имфеть мфето даже при высо- 
кихъ давлен1яхъ,—напримфръ, для углерода, такъ какъ для него 
вфроятное давлен1е тройной точки равно многимъ тысячамъ атмо- 
оферъ и потому пары углерода превращаются при меньшихъ  да- 
вленяхъ прямо въ твердое состоян!е, причемъ онъ получается въ вид® 
графита, тогда какъ жидый углеродъ, по всей вфроятности, кри- 


‚ сталлизуется въ видъ алмаза, ч$мъ и объясняется возможность по- 


лучен1я его только при гигантскихъ давленяхъ внутри застываю- 
щей руды. 

Все то, что я говорилъ до сихъ поръ, не предетавляетъ ни- 
чего новаго и становится лишь, мнф кажется, болфе нагляднымъ 
и понятнымъ при прим$нен!и термодинамической поверхноети; но 
въ вопрос о форм и положен той части термодинамической 
поверхности, которая соотвфтетвуеть твердому состоян!ю, 'Ташшали 
высказалъ совершенно новые взгляды, причемъ весьма интересно 
проел$дить, какъ постепенно расширялись и крфпли его идеи въ 
этомъ отношении. 


Я уже сказалъ, что проекщя второго разрыва, разрыва между 
средней террасой и нижней, на плоскость Тр даеть кривую уп- 
ругости паровъ. Въ 1896 г., когда обнародовалъ свою первую ра- 
боту Ташшапи, вопросъ о ход этой ‘кривой былъ весьма спор- 
нымъ, одни изслфдован1я —Аш.оаф, Еегсве, Ватиз’а, У1взег’а - указы- 
вали на то, что эта кривая является прямою лин1ею, друе—напр., 
Даптеп`а, - что она загибаеть и весьма быстро къ оси абециссъ, 
такъ что, напримЪръ, для нафталина получается шахипат при 83 
атмосферахъ. Теоретическй же ходъ кривой выражается уравне- 
н1емъ У. ТВошзоп’а 

ЕТ 


ар 
гд$ г — теплота плавлен!я, но изъ раземотр$н1я этого уравне- 
н1я ничего нельзя было вывести, такъ какъ неизвестно было, какъ 
измфняется о— 5" (разность удёльныхъ объемовъ тВла въ жидкихъ и 
твердыхъ состоящяхъ) при изм$нени температуры и давленйя 
вблизи кривой упругости плавлен1я. Что же касается изм$ненйя х, 
то оно’ опред$ляется уравненемъ Регзоп’а 


(о' а о"), 





а ее 
НУ } Е 
ГВ ©’ и с’ — теплоемкости тфла въ жидкомъ и твердомъ, состоянйи, 
и, такъ какъ с'’> с", то известно было, что г съ возрастанемъ 


температуры убываетъ. бо\ 
Въ первой своей работ Ташшапп и попыталея шить воп- 
роеъ о ходВ этой кривой, воспользовавшись гинотезой о непре- 
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рывноети термодинамической поверхности. Гипотеза эта заклю- 
чается въ сл5дующемъ: разрывъ въ термодинамической поверхно- 
сти происходить тогда, когда внутреннее давлеше, обусловливаемое 
силами между молекулами, претери$ваеть рфзкя, увеличенйя скач- 
‚комъ и, если выражать оэъемъ тёла не въ функщи внфшняго да- 
влен!я, а въ функши общаго давлен1я, которое оно испытываетъ, 
т. е. суммы внфшняго и внутренняго давленй, то разрывъ въ 
термодинамической поверхности исчезнеть и она станеть сплошною 
и равномфрно изм$няющеюся. Чтобы сдфлать эту идею понятной, 
я начерчу одну изъ изотермъ, какъ она получается изъ термоди- 
намической поверхности въ обычномъ вид (рис. 1) и при предпо- 
ложени Таттапп’а (рис. 5). Пробфлъ с могъбы быть заполненъ 
переохлажденнымь паромъ |. 
и перегр$тою жидкостью а 
пробфлъ 4с-— переохлажден- 
ною жидкостью. и перегр%- 
тымъ твердымъ тфломЪ, но 
‚ первыя два состоян1я запол- 
няють слишкомъ небольшую 
часть промежутка 6с и по- 
тому Ташштапп обращается. о 
ко второму промежутку и Фиг. 5. 
выводить н$фсколько соотношен!йй производныхь оть © по раз- 
личнымъ параметрамъ, на основаши которыхъ мы могли бы вы- 
вести значен1е внутренняго давлен1я: если бы изъ вофхъ соотно- 
шен1й получилось-для него одинаковое число, то гипотеза объ 
истинной непрерывности термодинамической поверхности стала бы 
весьма правдоподобною. Къ сожалн!ю измфнев!я объема вблизи 
точки плавлешя и при плавлен!и изелдованы только въ зависи- 
мости отъ температуры и поэтому Таштаюп принужденъ былъ 
ограничиться лишь повфркою знаковъ нфкоторыхъ выведенныхъ 
имъ неравенствъ, а именно: 
4% 4 а" 
ат ат ар 


т. е. около точки плавленя коэффищенть расширен1я больше въ 
жидкомъ, чЪмъ въ твердомъ состояши, и кооффищенть сжат!я тоже 
больше въ жидкомъ, чфмъ въ твердомъ состоян!и, причемъ для повфрки 
второго неравенства существуеть только одно изел$доване Вагиз’а 
надъ нафталиномъ. Но уже убЪждешя въ справедливости неравенства 





45’ | *) 





ар 2: 





























а 4’ = 
@р ар (2х 
*) Скобки || обозначаютъ, что нужно брать обсолютныя величины 


этихъ производныхъ. 





р. 
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оказалось для Таттапи’а достаточнымъ для вывода одного интерес- 
наго слЗдетвя изъ всфмъ извфетной до него формулы 


а и) 
ар 7. х 
№ | 4’ а" ми р 
Дъйствительно, если м я. |? то 7—9’ ©ъ повышенемъ 
| ар р 
1 








давлен!я должно обратиться въ 0,-а затфмъ стать отрицательнымъ. 
ат 2 : 
Слфдовательно я › которое выражается указанной формулой, 


должно при н$которомъ давлен!и стать равнымъ 0, а затфмъ на- 
чать убывать, т. е. вь кривой упругости плавлев1я долженъ 
наступить шахипии (, посл чего она должна падать въ вид ча- 
сти СО. Но какъ на поднимающейся вЪтви АС, такъ и на опуска- 


ющейся вЪзтви (СП величина ци > 0,--и слБд., когда кривая опуе- 


аи: На ат 

р ?°® кается,то г понижается. А разъ оно 
ар а все боле и болфе понижаетея, то 
Аб оно должно дойти до 0. При этомъ бу- 

ср + — + 
деть — = — с, т. е. касательная въ 

Вене ар 
ыы точк$ ОР параллельна оси ординатъ. 


До этого мфета проелздилъь Таштапи кривую упругости давле- 
ня въ своей первой работф. По его мн®н!о въ то время об` асть 
твердаго состоян1я ограничивается кривою АСО) и прямою ПМ, 
причемъ состоян1я тфла внутри области онъ характеризуетъ т%мъ, 
что при нихъ для смфщен1я частицъ (МаззетейсВеп) другъ отно- 
сительно друга требуются конечныя силы, а при состоян!и тфла 
внф этой области для этого требуются безконечно малыя силы. 
При переходЪ черезъ проекцю АСО получается такимъ образомъ 
разрывъ непрерывности въ величин вязкости (тоже предполагаетъ 
онъ и относительно электрическаго сопротивлен1я). Интересно, что 
при переходЪ черезь линю П№ ‘Ташшапп предположилъ в$ро- 
ятную непрерывность, какъ вязкости. такъ и электропроводности. 

Эти робые шаги первой работы Таштапп’а во’второй разви- 
ваются уже въ стройную теор1ю, полную новыхъ и оригинальныхъ 
мыслей и подтверждаемую во многихъ отношешяхъ опытными дан- 
ными, причемъ Ташшапп поставилъ въ полную аналог1ю съ этимь 
явленемъ переходы изомфрныхъ видоизм$нен!й твердыхъ- тёлъ 
одного въ другое. Подобно тому, какъ догадка о существовани 
вфтви СО явилась слфдетыемъ допущен!я, что велйчина 5’ — п", 
перейдя черезъ 0, стала отрицательною, все остальное, созданное 
Таштапп’омъ, явилось слфдетыемъ того, что онъ не остановился 
на предположени, что х, убывая вдоль вЗтви СП, должно обратиться 
въ 0, но сд$лалъ сл5дующее совершенно естественное предположен!е, 
что х при переход% черезъ точку О становится отрицательным. 
Такое предположен1е вполнф законно, ибо въ этой точкВ 9—0” не 
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равно 0, тогда какъ при переходЪ изъ жидкаго состоянйя въ газо- 
образное 5’ — о’ и [1 одновременно равны 0 и сл$д., тамъ предпо- 
ложить [| отрицательнымъ нельзя. А разъ г становител отрицатель- 
нымЪъ, то, такъ какъ $ — 0” около точки П тоже отрицательно, 


"р 


то т будеть положительнымъ и, сл$д., при понижен давленйя 
|} ' . 


температура плавлен1я тоже будеть понижаться,—т. е. получитея 
часть кривой упругости плавленя ОЕ. Но при понижен!и давлен!я 
объемъ жидкости будеть расти быстрфе объема твердаго тфла и, 
‚хотя онъ первоначально былъ меньше объема твердаго т$ла, онъ 
можеть стать равнымъ ‘и, наконецъ, стать больше его, т. е. в’ — 9" 
переходить черезъ 0 въ положительную величину, а тогда, такъ 


ат 
какъ г все еще отрицательно, а станегь тоже отрицательным. 
р 


При дальнфйшемъ понижен!и давлен!я температуры плавленя 
стануть расти и на кривой упругости давлен1я получается часть ЕК. 
Полученную часть кривой упругости АСРЕК Таттапп дополняетъ 
частью АМ, соотв$тетвующей тому еостоян!ю жидкости ниже трой- 
ной точки, когда въ соприкосновении съ твердымъ тфломъ нахо- 
дится жидкость, и частью КИМ, идущею въ область отрицатель- 
наго давления. 


МнЪ кажется подобное распространене кривой КИМ не со- 
всфмъ правильнымъ, ибо ниже тройной точки А твердое т$ло мо- 
жетъ при повышен!и температуры переходить только въ газо- 
образное состояне. Такимъ образомъ, по моему мнфн!ю, область 
твердаго состоян1я въ сторону къ оси Т должна ограничиваться 
кривою упругости пара надъ твердымъ тфломъ АЕ. Точка перес%- 
чен1я этой кривой съ кривой ЕК — точка Е —будеть второю трой- 
ною точкою при которой возможно сосуществован!е всхъ трехъ 
состоявйй тфла. ДальнфицИй ходъ кривой упругости пара выра- 
зится тогда кривою КО, изображающею упругость пара надъ 
жидкостью. 


О возможности существован!я этой второй тройной точки го- 
воритъ и Таттапи, но такъ какъ онъ допускаетъ, что твердыя и 
жидюя тБла могуть имфть конечный объемъ при внфшнемъ давле- 
ни, равномъ 0, этой тройной точки можеть и не быть. ЗамЪчу 
однако, что, продолжая кривую упругости давленйя за тройную 
точку, Таштапи тфмъ самымъ допускаотъ, что за предфлами этой 
кривой тфло не можетъ существовать въ твердомъ состояши, а бу- 
детъ въ жидкомъ, или газообразномъ. Какъ можеть небыть второй 
тройной точки, такъ, замфчу оть себя, можеть и не быть всей 
части кривой упругости давлен1я ПЕК, если лин!я нулевой темпера- 
туры пересфкаеть эту кривую выше точки О. Укажу кстати, что 
линя нулеваго давлен1я можетъ перес$кать эту кривую, или въ сегмен- 
тахъ [.С и ГЕ, какъ это имфеть мфето для громаднаго большин- 
ства тфлъ, при плавлен!и возрастающихъ въ. объем, или же въ 
сегментахъ СП и ПЕ, какъ это имфеть мфето, напр., для льда, ко- 
торый при плавлени уменьшается въ объем, ь 
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Еще болфе нагляднымъ становится все это при взгляд на 
модель термодинамической поверхности. Какъ средняя терраса, 
такъ и нижняя, понижаются при удален1и въ облаеть большихъ и 
большихъ давлен1й, но средняя терраса понижается быстрЪе, ста- 
новитея, наконецъ, вровень съ нижней (обладая однако и въ этомъ 
мфет$ болфе быетрымъ подъемомъ по отношен!ю къ возрастающимъ 
температурамъ), а зат$мъ опускается все ниже и ниже, такъ что 
нижняя терраса твердаго тфла- превращается въ плоскогорье, воз- 
вышающееся надъ этой средней террасой жидкаго т$ла, —плоскогорье 
съ небольшимъ скатомъ, какъ въ сторону возрастающихъ давлений, 
такъ и вь сторону убыватощихъ температуръ. Окружающая же его 
терраса жидкаго тфла иметь больший скатъ, какъ въ томъ, такъ и 
въ другомъ направлен!и. Обрывъ, граничаций эти дв$ терассы 
мало по малу заворачиваетъ внутрь плоскогорья, ограничивая его, 
какъ со етороны болЪе низкихъ температуръ, такъ и со стороны боле 
низкихъ давлен!й. Идя вокругъ этого плоскогорья, мы въ нфкоторой 
точк% (соотв$тетвующей точк$ ПР) находимся выше всего надъ окру- 
жающей террасою жидкаго состоян!я, а зат$мъ эта терраса, какъ 
боле круто поднимающаяся въ сторону понижающихся давлений, 
подходить все больше и больше къ ллоскогорью твердаго т$ла и, на- 
конецъ, снова начинаеть возвышаться надъ нимъ; при достаточно 
`низкомъ давлен1и это возвышен!6 встр$чаетъ обрывъ террасы газо- 
образнаго состоянйя, высоты края котораго представляли бы собою, 
если бы сдфлать модель значительно болфе высокою, удфльные 
объемы пара, насыщающаго пространство надъ этой’ жидкостью. 
Та вертикаль, на которой край этого новаго возвьиненя средней 
террасы нздъ нижней встр$чаеть указанный обрывъ верхней тер- 
расы, и будетъ представлять собою вторую тройную точку. 
Таковы слфдетв1я, выведенныя Ташштапи’омъ изъ раземотр$- 
н1я взроятной формы термодинамической поверхности, — говорю 
вфроятной по тому, что при вывод этой формулы Татштапп’у 
пришлось сдЪлать предположен!е о существовани шахипип?а кри- 
вой упругости плавлен1я, — а это предположене, онъь въ первой 
своей работ обосновывалъ другимъ предноложенемь о сплошности 
термодинамической поверхности при выражен!и объемовъ въ функ- 
щи температуры и суммы внтиняю и вн утроннляяо давленая. Зам$чу, 
что такое предположен!е для случая перехода изъ жидкаго состоя- 
н1я въ газообразное заключается въ формул Уап ег \\аа15’а и 
выражаеть одну изъ основныхъ частей мысли о непрерывности 
жидкаго и' газообразнаго состоянйй, другую часть которой пред- 
ставляеть возможность непрерывнаго перехода изъ одного соетоя- 
ня въ другое. 


Поемотримъ теперь, какими опытными данными {папа 
подтвердилъ или седфлалъ в$роятнымъ тоть рядъ совершенно но- 
выхъ елфдетвй, которыя можно вывести изъ такого\ вида термо- 
динамической поверхности. Какъ наибол$е рёзке арямеры, укажу 
два ия этихъ сл деть: > 

. При достаточно высокихъ давленяхъ во тфла могуть су- 
и только въ жидкомъ состоян!и  (замфчу, что’ состояше 











это можно назвать жидкимъ или газообразнымъ, смотря по тому, 
пришли ли мы къ нему съ какой нибудь точки средней или самой 
нижней террасы, или съ какой нибудь точки верхней террасы). 
2. НФкоторыя твердыя тфла, будучи достаточно охлаждены, 
должны снова обращаться въ жидкое состоян!е, которое и будетъ 
представлять собою единственно возможное для нихъ состояне 


устойчиваго равнов$е1я при очень низкихъь температурахь при 
любомъ давлени. : 


Такимъ образомъ соотвфтетвенно этимъ идеямъ тёло, находя- 
щееся въ твердомъ состоянйи при обычныхъ условяхъ, должно при 
достаточном» нафтъвани обращаться въ жидкое состояне (а при 
дальнфйшемъ послёдующемъ нагрфван!и — въ газообразное), но 
можеть обращаться въ жидкое состоян!е и при достаточномъ 
охлаждении. 


Основнымъ предположенемъ для выводовъ Ташшапи’а является 
предположен!е о существовании шахипиш’а у кривой упругости 
плавлен!я. Какъ я уже указалъ, опытныя данныя, которыми рас- 
полагалъь Тапиапи ко времени появлен1я въ свфтъ второй его ра- 
боты, были и недостаточны, и противор$чивы. Въ 3-ей работ онъ 
устраняеть противор$ч1я между ними, указывая вфроятныя при- 
чины ошибокь въ нфкоторыхъ изелдован1яхъ, и приводить рядъ 
полученныхъ имъ численныхъ данныхъ для весьма широкихъ пре- 
дЪловъ давлен1я 


Разберемъ т данныя, которыя были кь 1897 г. Опыты 
Еегсве и У1ззег’а отличаются большой точностью, но произведены 
въ узкихъ предлахъ давлен1я (нфеколько десятковъ атмосфер?). 
Ашаса{ при изелдован!и ежал!я жидкостей доходилъ до 1000 съ 
лишнимъ атмосферъ и обнаружилъ, что четыреххлористый угле- 
родъ, который до того времени былъ извфетень при обычной тем- 
пературЪ только въ жидкомъ состоян!и при достаточномъ едавли- 
ван, обращается ‘при большихъ давлен1яхъ въ твердое состояне. 
Результаты этихъ опытовъ приведены здЪеь, но изъ этихь дан- 
ныхъ нельзя вывести никакого заключен!я относительно направ- 
лен1я кривизны кривой упругости давленя. 





и 
Четыреххлористый углеродъ инь < Нафталинъ (Вагаз) 
1 р | 

— 24.7 1 п9ла 

= 19:5 210 83.0 

0.0 620 90.0 

10.0 900 100.0 

19.5 1160 130.0 





Кромф Ашасаё до такихъ и даже болфе выбокихъ давленй 
доходилъ Вагиз въ опытахъ съ нафталиномъ и его результаты по- 
казывають нфкоторую, хотя и слабую, вогнутость кривой упруго- 
сти плавлевя въ сторону оси давлевя. 
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Здфсь умфетно будетъь указать на ть трудности, которыя 
представляють подобнаго рода изсл$дован!я помимо необходимости 
работать съ высокимъ давленемъ и точно измЪфрять поелЪднее. 
Трудности эти проистекають оть двухъ обстоятельствъ: оть пере- 
охлажденля жидкости и оть присутетвя примфсей. Эти два вмян!я 


наглядно иллюстрируются рисункомъ, изображающимъ ходъ изо- 
термы при подобныхъ опытахъ. 


По мЪрЪ увеличен!я давлен!я объемъ жидкости понижается по 
кривой АВ (рис. 6) но вел детве явлен1я переохлажден1я можно легко 
перейти «упругость плавлевя» у, —т. е. то давлеше, при которомъ 
жидкость и кристаллический, скажемъ, нафталинъ находятся въ 
равнов$ш,—и жидкость закристаллизовываться нфкоторое время 
не будетъ. Длина куска изотермы, соотвфтствующей этому состоя: 
ню переохлажден1я жидкости, за |А 
висить отъ способности произ- 
вольной  кристаллизаци — отъ 
числа произвольно появляющихся 
очаговь кристаллизаци за еди- 
ницу времени въ единиц объема 
(объ этомъ будеть ‘р$чь дальше, } 
— @ЛЪд., «упругость отвердЪван1я» 


р», по достижении которой жид- 
[в] 








кость закристаллизовывается, ‘и 
объемъ тфла измфняетея по изо- Р Р 
терм кристаллическаго состоян1я } Е 

РЕ, будетъь зависфть отъ коли- Фиг. 6. 

чества нафталина и оть времени. Чмъ больше взято вещества и 
ч$мъ медленнфе повышается давлен1е, тфмъ кусокъ ВС меньше, и 
тЪмъ меньше отличается р» отъ ри. 


Упругость же плавлен!я р; не зависить .ни отъ количества 
вещества, ни оть скорости увеличен1я давлев1я, но за то опред$- 
лен!е ея затрудняется влляемъ примфсей. Всякя примЪси, какъ 
извфетно, понижають температуру плавленйя и, елфл., чтобы тем- 
пература плавлен!я осталась тою же, приходитея повысить давле- 
не, такъ какь при повышен!и давлен1я повышается и температура 
плавлен1я. Такимъ образомъ влляне примфсей выражается въ по- 
вышен!и упругости плавлен1я, причемъ это повышен1е будеть т$мъ 
болыше, чфмъ больше процентное содержане примфсей. Вел детве 
этого, если поел$ получен!я кристаллическаго нафталина станемъ 
уменьшать давлене, объемъ нафталина не будетъ измФняться по изо- 
терм ЕШЕС, соотвЪтетвующей изм нен!ю объема чистаго кристалли- 
чесхаго вещества, а станетъ возрастать, начиная съ н®козорой точки, 
быстрфе велфдетве плавленйя части вещества. Но так®Окакъ по 
мЪрЪ расплавлен!я процентное содержан!е примЪфсей въ’раствор% 
уменьшается, то и повышен е давлен1я сравнительно\ съ ]», стано- 
вится меньше, такъ что давлене асимптотически приближается къ 
упругости плавлен!я р,, около которой въ точк” В получается 
угловая точка. Укажу, что такое вллян!е примЪеи’ сказалось весьма 
замфтно въ опытахъ НеудмеШег’а съ ментоломъ, которые онъ при- 


1 
1 
О 
| 
1 
1 
| 
1 
1 
| 
! 
й 























110 


водилъ въ качеств$ доказательства возможности непрерывнаго пе- 
рехода ‘изъ кристаллическаго состоян!я въ жидкое. Въ этомъ опытв 
въ запаянной трубкБ получилось явлен!е равновЪейя переохлажден- 
ной жидкости и кристалла. Между тБмъ Таштапи, повфряя этотъ 


опытъь съ тщательно очищеннымъ ментоломъ, ничего подобнаго 
не получилъ. 


Кром опытовъ Ашасай и Вагиз’а извЪетны были еще наблю- 
деня ПРапцеп’а и ПешегНас’а, дававийя весьма замфтную вогну- 
тоеть кривой упругости плавлен1я, какъ видно, напримЪръ, изъ елЪ- 
лующей формулы выражающей результаты Гапиеп’а для нафти- 
ламина 


#7, - 0.017 (р —1)—0. 080103 (р — 1}?, 


изъ которой получается для { тахппит при 83 атмосферахъ. Оо- 
поставлен е этого невыесокаго давлен1я, при которомъ должно, по 
опытамъ Рапцеп’а, получаться равенство объемовъ жидкаго и кри- 
сталлическаго вещества (ибо этому услов!ю и соотв$тетвуеть ша- 
хипаш въ кривой упругости плавлен1я) съ данными Вагиз’а, по- 
казывающими, что, напримфръ, разность объемовъ жидкаго и твер 
даго нафталина при 93° и 80 атм. равна 23°/,; а при 100% и 567 атм. 
равна 19.8°/., т. е. лишь очень мало измфнилась, заставила Таш- 
шапп’а усомниться въ правильности выводовь Рапиеп’а и найти 
источникъ ошибокъ въ его’ опытахъ. 


Лапиеп поступалъ слЗдующимъ образомъ: онъ наносилъ тон- 
вый слой изел$дуемаго вещества на вызолоченную поверхность ме- 
таллической коробки, раздзленной на двф части, сквозь которыя 
пропускалась вода различной температуры. Если въ одной поло- 
винЪ температура воды была выше температуры плавлен1я, а въ 
другой ниже, то изелвдуемое вещество надъ первой половиною 
было въ твердомъ состоянйи, а надъ второй — въ жидкомъ, и гра 


‚ница ихъ, рфзко замфтная на вызолоченной поверхности, прихо-. 


дилась въ опредВленномъ ея мфстЪ. При увеличени внфшняго да- 
влен1я,—что у Папиеп’а вызывалось накачиватемъ воздуха въ ка- 
меру надъ этою металлическою коробкою,— температура плавлен!я 
повышалась, и граница поэтому перемфщалась въ сторону боле 
теплой половины коробки. По мн$фню Ташшапи’а недостатокъ 
этихъ опытовъ заключается именно въ томъ, что давлен!е вызыва- 
лось накачиван1емъ воздуха, который при этомъ раетворялея все 
боле и болфе въ изелВдуемомъ веществ$ и т8мъ понижалъ темпе- 
ратуру плавлен!я, такъ что это понижене вскор$ начинало пре- 
вышать повышен!е температуры плавленя отъ увеличен!я давлен1я. 


` (Окончанае слиздуеть). 





Пр. Доц. Б. Вейнберг. 
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НОВАЯ ГЕОМЕТР!Я 
` ТРЕУГОЛЬНИКА. 


(СёотёЕтте тёсепте Чи 1т1апв 12). 


(Продолжене *). 





Х. Метаполюсы треугольниковъ. 


1. Въ плоскости тр-ка АВС возьмемъ произвольную точку Мои обозна- 
чимъ углы АМВ, ВМС и СМА соотв тетвенно чрезъ #, Х и У. такъ что 


Х = ВМС, У = ДОМА, = ДАМВ. 
Если точка М находится внутри тр-ка, то **) 
Хх НУ--А=360°. 


Если же точка М лежитъ вн тр-ка, то одинъ изъ угловъ Х, У, 
7 равенъ сумм двухъ другихъ, напр. 


Х = У+ 2. 


2. Если при этомъ точка находится въ одвомъ изъ вертикаль- 
ныхъ угловъ тр-ка, напр. въ вертикальномъь углу А, какъ точка М 


(фиг. 1), то 
РА. 


Но внЪшняя точка относительно тр-ка можеть находиться еще 
въ части плоскости, огравиченной одной стороной тр-ка, напр. ВС, и 
продолжевями двухъ другихь его сторовъ, какь точка М" (фиг. 1). 
При этомъ точка можеть быть внутри окруж- й 
ности АВС, описанной около тр-ка, вн ея 
или на самой окружности. Легко уб$диться, 
что для точки, лежащей внутри '‘окружностя 
АВС 


Х+А> 1805, У>В, 2> С; 


> 


для точки, лежащей вн окружности АВС 


Х-РА < 1800, ув, 7< С: 





для. точки, лежащей на окружности АВС 
ХА 180, УВ, 7-20. "м" 
Фиг. 1. 


*) „ВЪстникъ“ № 213. и. 
**) ЗдЪсь берутся абсолютныя величины угловъ, не’ принимая во вни- 
ман1е ихъ знаковъ. Ср. [Х, 3. . 
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3. Всякая окружность, имвющая хордой сторону ту-ка, длится 
этою хордою на двф части; изъ нихъ ту часть, которая лежитъ отво-‘ 
сительно стороны тр-ка по ту-же сторону, какъ и противолежащая ей 
вершина, будемъ называть внутренней дуюй, а другую — енюьшней. 

Представимь себ три окружвосги, пересВкающуяся вь одной 
точЕВ и им$ющя хордами стороны тр-ка АВС. Общая точка этихь 
окружностей можетъ быть или внутри тр-ка, напр. въ М (фиг. 1), или 
вн его—въ М’ или въ М". Въ первомъ случа вс три окружности пере- 
сВкаются своими ввутренними лугами. Во второмъ случа, когда общая 
точка ихъ М’ находится въ вертикальномъ углу А тр-ка, чрезъ эту 
точку проходитъ внутренняя дуга ‘окружности ВС и внфшн!я дуги 
окружностей АВ и АС. Наконецъ, въ третьемъ случа, когда общая 
точка окружностей М” находится въ части плоскости, ограниченной 
стороной тр-ка ВС и продолжен1ями двухъ другихъ его сторонъ, чрезъ 
эту точку проходять внутренн!я дуги окружностей АВ и АС и внзшняя 
окружности ВС. 

Внзши!я дуги всзхъ трехь окружностей не могуть имфть общей 
точки. 


4. Теорема. Если три окружности, имъющия хордами стороны 
тр-ка, переськаются въ одной точкъ, то три окружности, симметрич- 
ныя съ ними относительно сторонъ тозо же тр-ка, также перестка- 
ются въ одной точкъ. 


Обозначимъ чрезъь «, 6, 7 величины внутреннихъ, а чрезъ &', 6', у" 
величины внфшнихъ дугъ окружностей, пересВкающихея въ одной 
точкВ и имфющихъ хордами стороны ВС, СА и АВ тр-ка АВС; д'я 
окружностей симметричныхъ относительно сторонъ этого тр-ка вели- 
чины внутреннихъ дугъ будуть @', В'; 7', а выЪшвихъ а, В, 7. 


а). Если общая точка М трехъ данныхъ окружностей находится 
°внутри тр-ка (фиг. 2), то чрезъ :ту точку проходятъ внутренн!я дуги 
этихъ окружностей; поэтому, если углы вписавные въ дуги с, В, 7 суть 
Х= АМС, У = Д СМА, = ДАМЫ, - 
то углы вписанные въ дуги а’, 6', 7’ соотвфтственно равны 
180° —Х, 180° — У, 180° — 
Для окружностей, симметричныхъь съ данными, углы виисанныя 
въ дуги внутрення а’, (’, 7' суть 
180° —Х, 180°— У, 180°— 17, 
а углы вписаннные въ дуги вн шня а, В, у соотв тственно.равны Х, У ий. 


Обозначимъ чрезь М точку пересВченя двухъ окружностей“ сим- 
метричныхъ съ данвыми относительно сторовъ тр-ка АВ и АС 


Если предположить, что точка № находится внутри тржа АВС, 
то чрезъь нее должны пройти внутрення дуги В’ и ^ дь окруж- 
ностей, симметричныхъ съ данными; поэтому 


ДАМВ = 180°—7, ДАМС = 180° — < 
ВоВе ИАА КО) АУЧЕЙ, 
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& потому третья изъ окружностей, симметричныхъ съ данными, не мо- 
жеть пройти чрезъ точку №, ибо уголъ вписанный во внутреннюю 
дугу а’ этой окружности равенъ 180° —Х. 

Предположимъ, что точка М находится въ одномъ изъ вертикаль- 
ныхъ угловъ тр-ка. напр. въ вертикальномъ углу А; тогда чрезъ эту. 
точку пройдутъ вн*шв1я дуги В и у перес$кающихся въ ней симме- 
тричныхъ окружностей, поэтому 

ДАМВ=й, ДАМС=У 
и 
[ВМС = 1 АМВ- ДАМС=У- 7, 


а потому третья изъ симметричныхъ окружностей не пройдетъ чрезъ М, 
ибо ввутренняя дуга ея © вм щаетъ уголъ равный Х. 

‚ Наконецъ, если точка № находится въ части плоскости, ограни- 
ченной одной стороной тр-ка, напр. ВС, и продолжен!ями двухъ другихъ 
его сторонъ (фиг. 2), то чрезъь М ирйдуть внутреннйя дуги 6’ и 7’ 
перес$кающихся въ этой точк симметричныхь окружностей, поэтому 


ДАМВ = 180°—17, ДАМС=180°—У 
Е ВМС = ДАМВ-- ДАМС == 360° — (У); 
во точка М предположена внутри тр-ка, поэтому 
ХУ =360°; 
ДВМС=Х, 


а потому чрезъ точку № пройдетъ внзшняя дуга ©’ третьей симметрич- 
ной окружности. 


сл довательно 
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Итакъ, если три дннныя окружности пересВкаются въ одной 
точЕВ внутри тр-ка, то симметричныя съ ними окружности также пе- 


ресфкаются въ одной точкВ, лежащей въ части плоскости, ограничен- 
ной одной стороной тр-ка и продолженями двухъ другихъ его сторонъ. 


Ъ). Если общая точка М трехъ данныхъ окружностей лежитъ внЪ 
тр-ка въ одномъ изъ вертикальныхъ его углоьъ, напр. А, то углы 


Х = ВМС, У=ДАМС, А= ДАМВ 
удовлетворяютъ равенству 
Х=У-Е И или Х —У—И=0. 


Въ этомъ случа чрезь М проходять вн®шн1я дуги 6' и У’ дан- 
ныхъ окружн.етей АС и АВ, вм5щающия углы У и , и внутренная 
дуга & третьей данной овружности ВС, выфщающая уголъ Х. 

Внутренн!я дуги а’, 6’, 7' симметричныхъ окружностей при этомъ 
вмЪщають углы; 1802 —Х, У и {, а внЪ шея дуги а, 2, 7 тЪхъ-же 
окружностей — углы Х, 180°— У, 180 — 7 

Обозначимъ чрезъ № общую точку трехъ симметричныхъ окруж- 
востей (если таковая существуетъ). 

Эта точка № не можеть быть внутри тр-ка, ибо въ такомъ слу- 
чаЪ чрезъ № проходили бы внутреннйя дуги ©’, 46’, 7’ симметричныхъь 
окружностей и вписанные въ нихъ ры ВМС, СМА и АМВ должвы-бы 
были удовлетворять равенству 


[ВМС - СМА - ‚. АМВ = 360°, 
въ дЪйствительности-же:; 
ВМС ДСМА- ДАМВ = (180° — Хх) УИ = 180°, 
такъ-какъ Х-У—1=0. 

Точка № не можетъ быть также и ни въ `одномъ изъ вертикаль- 
ныхь угловъ тр-ка. Ибо, если-бы точка № находилась въ вертикальномъ 
углу А, то чрезь М проходили-бы внЪшн!я дуги В и у и внутренняя 

дуга а’ симметричныхъ окружностей, виЗщающия углы 

[АМС = 180° —У, Д ВМА = 180°—Й и [ВМС =180°—Х; 
углы-же эти, при услов!и 

х—-У—иИ=о 
не. удовлетворяютъ равенству 

А.ВМС = ВМА -- ДСМА или ДВМС — ДОМА — ДАМВ = 
такъ-какъ 

[ВМС — [СМА —ДАМВ = 180° — Х — (180° — ря 
= — 180° —(Х— У — 1) = — 180°. 

Такимъ-же разсужденемъ можно убфдиться, что точка .х не мо- 
жетъ быть въ вертикальныхъ углахъ тр-ка Ви С у 

Предположивъ, наконец", что точка М находите в ‘части пло- 
скости, ограниченной стороной тр-ка ВС и продолжен!ями двухъ дру- 
гихъ его сторонъ (фиг. 3) и замфтивъ, что чрезъ Модолжны проходить 
внутренн1я дуги В' и 7’ и внфшняя дуга @ сиимотричныхь окружн: стей, 
вм щающуя углы 

ДАМС =У, ДКАМВ=Аи ДВМС=Х, 
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увидимъ, что при условия 
Х=У-Аи 
равенство. 
ДВМС = ДАМВ- ДАМС 

удовлетворяется. Сл$довательно, три симметричныя окружности могутъ 
и должны имЗть общую точку М только въ этомъ послзднемъ. ея по- 
ложен!и относительно треугольника. Дфйствительно, если М въ этомъ 
положени относительно’ тр-ка есть пересВчен!е двухъ симмегричныхъ 
окружностей АВ и АС, то 


ВМА = 7. С СМА = У, 
и ДВМС= ВМА ДСМА=У-и=Х; 


слфдовательно, вн®шняя дуга @ третьей симметричной окружности, 
вм$щающая ‘уголь Х, тавже проходить чрезь точку М. 

Итакъ, если три ‘данныя окружности пересЪкаются въ одной 
точкв, находящейся въ одномъ изъ вертикальныхъ угловъ тр-ка, то 
окружности симметричныя также пересвкаются въ одной точкЪ, нахо- 
дящейся въ части плоскости, ограниченной стороной тр-ка и продол- 
женями двухъ другихъ его сторонъ. 

° 6). Если общая точка М трехъ дачныхь окружностей находится 
въ части тр-ка, ограниченной его стороной ВС и продолжен1ями двухъ 
другихь его сторонъ, то симметричныя съ ними окружности не могутъ 
пересЪкаться въ одной точкЪ, занимающей подобное-же положене от- 
носительно тр-ка какъ и точка М. Въ этомъ можно ‘убЪдиться раз- 
сужденями, подобными предыдлущимь,; если замЪтить, что въ этомъ 
случаЪ внутренн1я дуги @, 6, 7 данныхъ окружностей вы$щають углы 
180° -——Х, У, 2, а внфшая а, В, у’ углы Х, 180° — У, 180° — 7; для 
окружностей симметричныхъ съ данными — наоборотъ: внутренн!я дуги 
@', 6’, У выВшають углы Х, 180°--У, 180° — 7, а внзшая а, 8, у— 
углы `180°`—Х, У, 1. 

Но принявъ на фиг. 2 и 3 окружности АМВ, ВМС СМА за дан- 
ныя, а окружности АМВ ВМС, СМА за симметричныя съ ними, при- 
демъ къ заключению, что если данныя окружности пересЗкаются въ 
одной точкз, лежащей въ части плоскости, ограниченной одной сторо- 
ной тр-ка и продолжешями двухъ другихъ его сторонъ, то симметрич- 
ныя окружности также пересЗкаются въ одной точкф, находящейся 
или внутри тр-ка или въ одномъ изъ его вертикальныхъ угловъ. 

Такимъ образомъ теорема доказана; вмфетф съ т$мъ указана за- 
висимость между положениями общихъ точекъ данныхъ аа и 
окружностей симметричныхъ съ ними относительно тр-ка. 

5. Теорема. Если внъшиия дум трехь окружностей, описанныть 
на сторонахь даннаю тр-ка, вмьщають улыя равные умамь `друюю 

тр-ка. то такя три окрижности переськаются въ одной точкь. 

Пусть даны два тр-ка АВС и А'В'’С'. На сторонах ‘тр-ка АВС 
опишемъ окружнос'и АВ, ВС и АС так+ь, чтобы ввЪзшия дуги ихъ 
выЪщали соотвфтственно углы С’, А'и В (фиг. 2 и3). Обозначимъ 
чрезь ПО пересВчен!е окружностей АВ и АС. Если точва О находится 
внутри тр-ка АВС (фиг. 2), то 


ДАОВ = 180° — С', ДАЮС= 1800 = В' 
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> 
С ВОС = 360° — (/ АОВ- ДАОС) = С'- В' = 180°— А’, 


& потому внутренняя дуга окружности ВС, выфщающая уголь 180°—\' 
также пройлеть чрезъ точку 0. 

Если точка Р получена въ олномъ изъ вертикальныхъ угловъ 
тр-ка АВС, напр. въ вертикальномъ углу А (фиг. 3), то будемъ имЪть: 


САРВ= 0’. ХАОС = В' 
и 


ВОС = ДАРВ- & А0б= В' + С' = 180°— А’; 


& потому и въ этомъ случа внутренняя дуга окружности ВС пройдеть 
чрезъ точку 0. Теорема доказана. ` 

ЗамЪтимъ, что разематриваемыя окружности не могутъь имфть 
общую точку О внф тр-ка въ части плоскости, ограниченной одной 
его стороной, напр. ВС, и продолжен!ями двухъ другихъ его сторонъ 
ибо въ этомъ случаЪ должно-бы быть 


ВОС = ДАРВ -- ДАБС. 


что невозможно, такъ-какъ чрезь Ш проходили-бы внутренайя дуги 
окружностей АВ и АС и внЪзшияя окружности ВС, виЗщающия углы 


ДАУВ = 180° — С'. ХАОС == 180% В! и ДВОС = А’. 


6. СлЬдетве. Три окружности, описанныя на сторонажь тр-ка 
АВС такъ, что внутренная дум иль вмъщають уиы равные ‘фламь 
тир-ка А’'В'О', также пересъкаются въ одной точкь, ибо эти окруж- 
ности симметричны съ окружностями предыдущей теоремы относи- 
тельно сторовъ тр-ка АВС (4). 


Общая точка Е этихъ окружностей не можеть быть ни внутри 
тр-ка АВС ни въ одномъ изъ его вертикальныхъ угловъ; она всегда 
лежитъ внЪ тр-ка, въ части плоскости, ограниченной одной изъ сто- 
ронъ тр-ка и продолженями двухъ другихъ его сторонъ (фиг. 2 и 3). 
(4, а, 5). 

(Продолжене слъдует»); 


ДЕ, 


ЗАДАЧИ ДЛЯ УЧАЩИХСЯ. 








№ 607. Черезъ данную точку даннымъ радусомъ. провести 
окружность, встрёчающую дв данныя параллельныя прямыя по 
хорд данной длины *). м 
И. Александровь (Тамбовъ). 


*) Подъ хордой, по которой параллельныя прямыя’ встрёчаютъ окруж- 
ность, подразумЪвается хорда, стягивающая [заключенную между параллель- 
ными прямыми дугу. 
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№ 608. Опредфлить х изъ уравнен!я 
д" -|+ 1395-22 — 10852 — 39. 


И. П. В : 
№ 609. Решить уравневе оршневь (Вятка) 


та = («а ь. 
С. Адамовичь (Двинекъ). 


№ 610. Черезъ точку 0, лежащую въ плоскости треугольника 
АВС проведены прямыя АО, ВО, 00, встр$чаюция стороны тре- 
Уугольника соотвЪтетвенно въ точкахъ Г), Е, Е. Доказать равенство 


40 _ АР, АЕ. 





П. Полушкинъ (Знаменка). 


№ 611. Опредфлить площадь трапеши по четыремъ ея сто- 
ронамъ. ' 
Е. Пенёонжкевичь (Лубны). 
№ 612. Два наблюдателя помфетились у колодца: А вверху, 
а Б на днЪ. Первый наблюдатель А ударяеть въ колоколъ; какъ 
только В услышитьъ звукъ колокола, тотчасъ производить выстр$лъ 
снизу вверхъ. А замфчаеть моментъ, когда выстрфлъ слышенъ 
вверху и моментъ, когда пуля достигаеть вершины колодца. Опре- 
дЪлить: 
1) глубину колодца, 
2) начальную скорость пули, 


если изв$етно, что А услышалъ выстр$лъ черезъ дв$ секунды 
поел сигнала въ колоколъ, а пуля достигла вершины колодца 
спустя секунду послЪ того, какъ А слышалъ выстрЪлъ. 


(Заиметв.) М. Гербановскай. 


РВШЕН1Я ЗАДАЧЪ. 


№ 556 (3 сер.). Рьииить уравнеше 

жё Е (а- 1) (а 5) 2-4 6 - па) 2? п (а -Еп)х 06 
Представивъ данное уравнен!е въ видЪ а 
(#1) (х*-- ажз- 6? Е пав я) = 0 


приводимъ данное уравнене къ двумъ уравненямъ; изъ которыхъ 
первое даетъ а | 














И Е С ОАО Е ум они ее Ян ЧМТ 
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а второе, 


2" + ах* -- 65? + пав + = 0, (1) 
ии (2+) +ь- (2) 


или 


легко рфшается подстановкой 
п 
&-- —=у (3). 
ий 
ДъЪйствительно, изъ уравнен1я (3) имфемъ: 


га 2 у" (4). 


На основан!и равенетвъ (3) и (4) уравнеше (2) приводится 
къ виду 
у ау 6 — 2 =0. 


Называя корни этого квадратнаго уравнен!я черезъ с: и в. 
находимъ на основан!и равенства (3): 


2? — аж п==0, 5? — вх Рип =0, 
откуда опредзляются вообще еще четыре новыхъ корня. 


Другой способъ р$шен1я заключается въ примфнен!и къ урав- 
ннн1ю (1) подстановки 


= Ул, 


при помощи которой это’ ’уравнен1е преобразовываетея въ воз- 
вратное. 


В. Шатуновь (Полтава); А. Варенцовь (Ростовъ на Дону). 


№ 563 (3 сер.). По данному уму С треуюльника АВС и равенству 
АВ.ВС = 2АО.ОС, ^ 


10% П— точка прикосновензя вписаннало кра къ сторонъ АС, найти 
остальные длы треуюльника. : 


Обозначая стороны треугольника соотвЪтственно черезъ: 4; р, с 
`имфемъ по извфстнымъ тригонометрическимъ формуламъ: <” 











прет ре — 2-4. 
2 2 

Согласно услов!ю 

ре-а бтора ао 

2. р) . о == , 








ас — 


2 





о етесны ь 11 9 


‘откуда посл элементарныхъ преобразован!й найдемъ, что 
9 — ас. 





СлЪдовательно 


дв=5> ДА — 46. 


П. Полушкинь (Знаменка); 0. Бюлоярцевь (Казань); Л. Мазазаникь 
(Бердичевъ). 


бо ‘Дабы абс меыделыя 


№ 564 (3 сер.). Опредълить: 


1) Плотность алкоюля, 2) плотность твердало ттъла, которое 
въсить въ пустотль 2100 зрамм., въ водъ 2000 зрамм. и въ алкоюмь 
2020 зраммовъ. 


Вфеъ воды, взятой въ объем, равномъ объему даннаго тфла, 
` есть 
2100 гр. — 2000 гр. = 100 гр., 


РР ФИО ТЕТ ПК ПАЛЬТО РЬЛЬЕ 


вЪеъ спирта, взятаго въ томъ же объем, есть 
2100 гр. — 3020 гр. = 80 тр. 
‚ Поэтому удёльный вфеъ тзла равенъ 
2100 гр.: 100 тр. = 21, 
а удёльный в$еъ алкоголя равенъ 
80 гр.: 100 гр. ы 0,8. 


А. Варенцовз (Ростовъ на Дону); Свирская;. Соколова. 


№ 539 (3 сер.) Данъ жвадрать АВОП. На #оалоналяжь ею АС 
и ВП взяты соотвътственно точки Е и Е такъ, что плошади зтре- 
уольниковь АКЕ и ВСЕ равны между собой. Прямыя АЕ и БЕ пуро- 
должены 00 взаимнало пересъченя въ точкь (. Найти зеометрическое 
место точекь (. 


Предположимъ, что треугольники ВСЕ и АЕЕ лежать по 
разныя стороны прямой АС въ случа, если точка Е лежитъ 
внутри отрфзка АС, и по одну сторону прямой АС въ случа, если 
точка Е лежитъ на продолжен!и отрфзка АС *). 


Тогда изъ равенства площадей треугольниковь ВСЕ и АРЕ 
вытекаеть равенство площадей треугольника АВС и четыреуголь- 
ника АВЕГ. Проведемъ черезъ точку К прямую, Е АС 

`до пбресВченя съ ВЕ въ точк$ М. 








*) Въ противномъ случа мы получили бы другое. гвометрическое мЪсто, 
именно равностороннюю гиперболу. 


——— 
_ а 





АНЯ АЕ РЗ 
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Тогда 


ДАВМ = ПАВЕЕ — Д АВС, 
а, слБдовательно точка М лежитъ на прямой СУ. 
1 


Изъ параллельноети прямыхъ АС и МЕ, называя черезъ О 
точку пересчен1я д1агоналей, находимъ: 
ОЕ: 09 ОА 

см ов 





) 


откуда ел$дуетъ, что 
ДАОК < Д ВСМ, 
а потому 
С СВМ = С ОАЕ, 


откуда, сравнивая углы треугольниковъ СВЕ и АСЕ находимъ, что 
х дл 
СлЗдовательно геометрическое м$сто точки (@ есть окруж- 
ность, описанная около даннаго квадрата. 


В. Фрейманъ (Тамбовъ); В. Буханцевь (Новочеркасскъ) 
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